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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Définitions

@ Un ensemble est la réunion dans une méme entité de certains
objets bien déterminés.

e On appelle ces objets les éléments de ’ensemble.

@ Si x désigne I'un des éléments de ’ensemble E, on dit que x
appartient & E et on note x € E.

@ Si x n’est pas 'un des éléments de ’ensemble E, on dit que x
n’appartient pas & E et on note x ¢ E.
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Chary

Théorie des ensembles

Ensembles usuels en mathématiques

N: ensemble des entiers naturels.

Nj: ensemble des entiers naturels non nuls.

Z: ensemble des entiers relatifs.

R: ensemble des nombres réels.

e R*: ensemble des nombres réels positifs.
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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Définir un ensemble

Un ensemble peut étre décrit de 2 maniéres :
@ En extension: on dresse la liste de tous les éléments de ’ensemble.
o Exemple: E = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
e L’ordre ainsi que la répétition des éléments est sans importance.
@ En compréhension: on énonce la propriété caractéristique des
éléments de 'ensemble.

o Exemple: £ = {x e N |1 <x <9}
o Ainsi, F contient les éléments 2, 3, 4, 5, 6, 7 et 8
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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Définir un ensemble

e Un ensemble F est dit fini lorsque le nombre d’éléments qui le
composent est un entier naturel.

@ Le nombre d’éléments d’un ensemble fini £ est appelé cardinal de
E. On note Card(E).
Exemple: Si E = {0, 1, 2, 3, 4, 5} alors Card(E) = 6.

On appelle singleton un ensemble composé d’un seul élément.

L’ensemble vide est ’ensemble qui ne contient aucun élément. On
le note @. Par convention, Card(@) = 0.
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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Intersection

e L’intersection de deux ensembles A et B est ’ensemble des
éléments qui sont communs 4 A et B. On la note A N B.

e lorsque A NB = &, on dit que les ensembles A et B sont disjoints.

eEAUBsigniﬁeeEAeteEB‘

o &)
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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Union

o La réunion de deux ensembles A et B est I’ensemble des éléments
qui sont dans A ou dans B. On la note A U B.

e € A U B signifiee € AoueeB
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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Inclusion

o Un ensemble A est inclus dans un ensemble B si tous les éléments
de A sont des éléments de B. On note alors A C B.

e On dit alors que A est une "partie" de B ou que A est un
"sous-ensemble" de B.

AC (AUB)

BC (AU B)
(ANnB)C A

B (AN B)CB
(AnB)C (AU B)
o C A
GNA=0
GUA=A
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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Complémentaire

e Soit E un ensemble et A une partie de E. Le complémentaire de A
dans E est ’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a
A. On le note E\A ou A ou encore Cg(A).

]AUZ:EetAmZ:Q\

(|

>
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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Partition

@ Des parties Ay, Ag, Az,..., A, d'un ensemble E constituent une
partition de E si elles sont deux & deux disjointes et si leur réunion
est E.

Pour tous i et j de {1,...,p} tel que i# jalors A; N A; = @
AT UA U ... U Ap =E
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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Propriétés des opérations sur les ensembles

o Commutativité de la réunion et 'intersection
| AUB-BUAetANB-BnA |
o Associativité de la réunion et 'intersection

‘ (AUB)JUC=AU(BUC)et(ANB)NC=AnN (BN C) ‘

o Idempotence

|AUA=-AectANA=A4 |

o Distributivité
\ AU(BNC)=(AUB)N(AUC)etANn (BUC)=(ANB)U (AN C) \
e Dualité (Formules de MORGAN)
| A0B-AnBetAnB-AUB |
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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Produit cartésien

o Le produit cartésien de deux ensembles E et F est 'ensemble des
couples (x, y) ou x appartient a E et y appartient a F. Cet
ensemble est noté E x F.

o SiE={a;b;c}et F={l;2}alors E x F = {(a, 1); (a, 2); (b, 1);
(b, 2); (¢, 1); (¢, 2)}
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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Compositions de relations

e Soient R C (A x B) et S C (B x C) deux relations.

o La relation R o S est une relation binaire sur A x C appelée
composée de R et S telle que

‘a(RoS)c(:}HbGB,(aRb/\bSc) \
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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Les relations (1)

o Domaine, image, relation inverse:

soit deux ensembles U et V et la relation R : X & Y
dom(R) == {z € X,y € Y| (z,y) € R - z}
ran(R) == {r € X, ye Y| (z,y) € R - y}
R!'=={zc X, yc Y| (z,y) €R- (y3)}

o Restrictions de domaine et d’image:
soit deux ensembles A et B et les ensembles X, Y et R tels que
définis précédemment.

AdR=={zeX,yeY|(my eRANzEA- (y)}
R>B=={reX, yeVY|(sy cRAyeB- (5y)}
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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Les relations (2)

@ Soustraction de domaine et d’image:

Soit les ensembles X, Y, R, A et B définis précédemment.
A<dR=={zte X, yeY|(zy e RNz ¢ A- (zy)}
ReB=={reX,yeY|(zy) € RNy¢ B (5y)}

o Image relationnelle:
Soit les ensembles X, Y, R et A définis précédemment.

‘R(|A|)::ran(A<1R) \
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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Les fonctions (1)

Définition
Une fonction est une relation telle que tous les éléments de I’ensemble
de départ sont impliqués dans au plus un couple ordonné de celle-ci.

e Fonction totale: une fonction pour laquelle le domaine correspond
a I’ensemble de départ.

e Fonction partielle: une fonction pour laquelle le domaine est
strictement inclut dans I’ensemble de départ.

e Fonction injective: une fonction pour laquelle & chaque élément du
domaine correspond un élément différent de 'image.

e Fonction surjective: une fonction pour laquelle 'image correspond
A 'ensemble d’arrivée.

e Fonction bijective: une fonction & la fois injective et surjective.
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Chapitre 3

Théorie des ensembles

Les fonctions (2)

fonction totale

foncton partielle

fonction totale injective
fonction partielle injective
fonction totale surjective
fonction partielle surjective
fonction bijective

fonction finie

fonction finie injective
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